Risoluzione I Appello di Luglio 2009

1. Pongo w = Z + i e risolvo w? = (x/i + z\/§)2 In forma trigonometrica

\/§+i\/§=2<cos%+isin£)

e applicando la formula di De Moivre si ha

2
(\/§—|—Z\/§> :4(cosg—|—ising).

Allora le radici quadrate sono

2 (cos% +isin%) = V2 +iV2
2 (cos (Zw> + isin (iw)) =-—V2—-iV2

7 = wofi:\@Jri(\@fl)
5 o= wi—i=-— 2-@(\/§+1)
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w1

Pertanto si ha

da cui le soluzioni dell’equazione di partenza sono date da
V24 (1 - \/i)
~V2+i(V2+1)
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2. Per ogni n > 1 si ha che

m+3)!=n! 2al((n+3)(n+2)(n+1)—-1) @n+3)(n+2)(n+1)-1

n2(n+1)! n?(n+ 1)n! n?(n+1)
pertanto
| —n! _
hm(n+3). n! :lim(n+3)(n+2)(n+l) 1 _1
n n2(n+1)! n n?(n+1)

ovvero la successione considerata & convergente e quindi limitata.



3. La funzione f & derivabile in D, inoltre per ogni (z,y) € D si ha

af 2z

%(l’,y) = (5—.73‘2)2
of (z.7) 2y
2 &Y = -3
% (1+9%)°
Cerchiamo i punti stazionari di f interni a D, ovvero risolviamo il seguente
sistema
o)
% (z,y) =0
cioé

{ (5_2;2)*2 =0
S/ —
(1+y2)?

da cui si ottiene come soluzione il punto O(0,0) che ¢ interno a D. Studi-
amo la natura di questo punto. Per ogni (z,y) € D calcoliamo

o’ f 2(5 — 2%)? + 822(5 — 2?)
922 (z,y) 5 $2)4

o°f _ 201497 + 852 (L + )
6y2 (~T7y) - (1+y2)4

0? 0?2

axafy (zy) = 0= ayafx (z,9)

La matrice Hessiana di f nel punto O(0,0) ¢ data da

won- (% 5)

che ha determinante negativo. Quindi il punto O(0, 0) & di sella per f. Ora
studiamo massimi e minimi di f sulla frontiera di D. Possiamo scrivere
FT(D) :Dl UDQUDgUD4 ove

D, = {(x,y)€R2|x: , 1§y<1}
Dy = {(z,y) eR*|y=1, —1<z<1}
Dy = {(x,y)€R2|:c:—17—1<y<1}
Dy = {(z,y) eR?*|y=-1, —1<z<1}

Consideriamo ¢; : [-1,1] — R e g3 : [-1,1] — R tali che g1 = f|p, e
93 = f|p,. Allora

Vy € [—1,1]:gl(y)=flpl(w,y)=f(1,y)=i+ﬁ
Vy € [—1,1]:gs(y)=f|D3(x,y)=f(—Ly)=i+ﬁ1y2



e si ha

2y
Vy € L1 (y)=-—""13
1 (1+y2)°
2y
Vy € [-1,1]:¢5(y) = ———
L6 0) =~
Quindi g; e g3 sono crescenti in [—1,0] e decrescenti in [0, 1], cioé si ha
che y = 0 & punto di massimo relativo per g; e per g3 e g1 (0) = % e
g3 (0) = g sono massimi relativi per g; e g3. Consideriamo g5 : [-1,1] — R

e gs:[—1,1] — R tali che g2 = f|p, e g4 = f|p,. Allora

Ve € L1 @) =flo@y) =f (@) = ;= + 5
Vo € [FL1:0i(@) = flo @9) = f (o -1) = g2 + 5
e si ha
, 2x
Vo € [—1a1]192($):m

Vo € [*1,1]:911(1”):(5_2%)2

Quindi g e g4 sono sempre crescenti e si ha che x = 0 & punto di minimo
relativo per go e g4 € g2 (0) = % e gq(0) = % sono minimi relativi per
g2 € gs. Inoltre si ha che gi(1) = go(1) = 2, go(—1) = g3(1) = 3,
93 (—1) = g4(—1) = 3 e g4(1) = g1(—1) = 2. Pertanto i punti A(1,0) e

B(—1,0) sono punti di massimo assoluto per f e % ¢ il massimo assoluto
per f,ipunti C(0,—1) e D(0,1) sono punti di minimo assoluto per f e %

¢ il minimo assoluto per f.

. Poiche log(zy) > 0 <= xy > 1 posso dividere il dominio D in due parti,
D, e Dy come in figura



y 257
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e quindi 'integrale da calcolare diventa

//DUOg(xy)ldxdy_//Dl log($y)d$dy—//[)2 log(zy)dzdy.

L’insieme
2 1 1 2 2
Dy =< (z,y) eR \§§x§1,f§y§2 U{(w,y)eR \1§x§\f2,x §y§2}
T

¢ unione di due domini normali rispetto all’asse z, quindi (integrando poi
per parti) si ha

log(zy)dzdy = 11 ilog(a:y)dy dx + v 2log(gcy)dy dr =
Dy 1\Js 1 22

2

1 ) V2 )
= / [ylog(zy) — y]1 dx + / [ylog(zy) — yl,. da =
} S

V2 1q V2

= / (2log (2x) — 2) dz — / —dx — / (32%logz + 2%) da
1 1 T 1
2 2

-
-

L’insieme

1 1
Do~ {ee® ot <ys )

¢ un dominio normale rispetto all’asse x, quindi (integrando poi per parti)



si ha

/ /D 2 log(zy)dady = [ 1 ( /w log(:cy)dy> dz = [ 1 [ylog(zy) — y] 5 da =

1 1y
= /(m2—3x210gaj)d$—/ ;dm

1 1

2 2

Pertanto si ha (integrando ancora per parti)

V2 B1V2 V2 1
// log(zy)dzdy = / 2log (2z) dx — 2 [;13]\%/5 - [} - 3/ 2% log xdx + 3/ 22 log xdr =
D : L 1 3
V3 9 31" x3 V2
= 2[m10g(2z)—x]% +1—4\/§+3[933logx—3} —3[x3logx—3} =
1 1
2

3 9 15
= Zlog2-2va- =2
g %8 4\[ 8



