
Risoluzione II Esonero

1. Una successione di funzioni (fn)n2N con fn : X � R! R per ogni n 2 N
è puntualmente convergente se esiste una funzione f : X � R! R tale
che

8x 2 X : lim
n
fn (x) = f (x)

ovvero tale che

8x 2 X 8" > 0 9N 2 N t.c. 8n 2 N, n � N : jfn (x)� f (x)j < ".

Fissiamo x 2 R e calcoliamo

lim
n
fn (x) = lim

n

r
e2x +

1

n2
= ex.

Quindi la funzione f : R! R de�nita ponendo f(x) = ex per ogni x 2 R è
il limite puntuale di (fn)n�1. Vediamo ora se tale limite è anche uniforme.
Fissiamo n � 1 e stimiamo per ogni x 2 R

jfn (x)� f (x)j =

�����
r
e2x +

1

n2
� ex

����� =
���qe2x + 1

n2 � e
x
���q

e2x + 1
n2 + e

x

 r
e2x +

1

n2
+ ex

!
=

=
e2x + 1

n2 � e
xq

e2x + 1
n2 + e

x
�

1
n2q
1
n2

=
1

n
.

Pertanto sup
x2R

jfn (x)� f (x)j = 1
n , da cui si ha che

lim
n
sup
x2R

jfn (x)� f (x)j = lim
n

1

n
= 0

e quindi che f è anche limite uniforme della successione (fn)n�1.

2. Una funzione f : A! R, con A � R2 aperto, si dice di¤erenziabile se per
ogni x0 2 A esiste un�applicazione lineare L : R2! R tale che

lim
x!x0

f (x)� f (x0)� L (x� x0)
kx� x0k

= 0.

Teorema (del di¤erenziale totale) Siano A � R2, x0 punto interno
ad A ed f : A ! R. Se f è derivabile in A e @f

@x : A ! R e
@f
@x : A! R sono continue in x0, allora f è di¤erenziabile in x0.

3. La funzione f è derivabile in T , inoltre per ogni (x; y) 2 T si ha

@f

@x
(x; y) = 2xy2ex

2+y2�1

@f

@y
(x; y) = 2yex

2+y2�1 + 2y3ex
2+y2�1.
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Cerchiamo i punti stazionari di f interni a T , ovvero risolviamo il seguente
sistema (

@f
@x (x; y) = 0
@f
@y (x; y) = 0

cioè (
2xy2ex

2+y2�1 = 0

2yex
2+y2�1 + 2y3ex

2+y2�1 = 0

da cui �
xy2 = 0

y
�
1 + y2

�
= 0

che equivale a risolvere 2 sistemi

(S1)

�
x = 0
y = 0

e (S1)
�
x = h
y = 0

con h 6= 0.

Quindi abbiamo il punto O(0; 0) 2 Fr (T ) e i punti Ah (h; 0) =2 T . Ora
studiamo massimi e minimi di f sulla frontiera di T . Possiamo scrivere
Fr (T ) = T1 [ T2 [ T3 ove

T1 =

(�
x;
p
1� x2

�
2 R2 j 0 � t �

p
2

2

)

T2 =

(
(x; x) 2 R2 j 0 � t �

p
2

2

)
T3 =

�
(0; y) 2 R2 j 0 � t � 1

	
.

Consideriamo g1 :
h
0;

p
2
2

i
! R, g2 :

h
0;

p
2
2

i
! R e g3 : [0; 1]! R tali che

g1 = f jT1 , g2 = f jT2 e g3 = f jT3 . Allora

8x 2
"
0;

p
2

2

#
: g1 (x) = f jT1 (x; y) = f

�
x;
p
1� x2

�
= 1� x2

allora si ha

8x 2
"
0;

p
2

2

#
: g01 (x) = �2x.

Quindi g1 è decrescente in
h
0;

p
2
2

i
, da cui si ha che x = 0 è punto di

massimo relativo per g1 e g1 (0) = 1 è massimo relativo per g1 e x =
p
2
2 è

punto di minimo relativo per g1 e g1
�p

2
2

�
= 1

2 è un minimo relativo per

g1. Consideriamo

8x 2
"
0;

p
2

2

#
: g2 (x) = f jT2 (x; y) = f (x; x) = x2e2x

2�1
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allora si ha

8x 2
"
0;

p
2

2

#
: g02 (x) = 2xe

2x2�1 �1 + 2x2� .
Quindi g2 è crescente in

h
0;

p
2
2

i
, da cui si ha che x = 0 è punto di minimo

relativo per g2 e g2 (0) = 0 è minimo relativo per g2 e x =
p
2
2 è punto

di massimo relativo per g2 e g2
�p

2
2

�
= 1

2 è un massimo relativo per g2.

Consideriamo

8x 2 [0; 1] : g3 (y) = f jT3 (x; y) = f (0; y) = y2ey
2�1

allora si ha
8x 2 [0; 1] : g03 (x) = 2yey

2�1 �1 + y2� .
Quindi g3 è crescente in [0; 1], da cui si ha che y = 0 è punto di minimo
relativo per g3 e g3 (0) = 0 è minimo relativo per g3 e y = 1 è punto di
massimo relativo per g3 e g3 (1) = 1 è un massimo relativo per g3. Pertanto
P1 (0; 0) è punto di minimo assoluto per f e f(P1) = 0 è il minimo assoluto
per f , P2 (0; 1) è punto di massimo assoluto per f e f (P2) = 1 è il massimo
assoluto per f .

4. L�insieme di de�nizione della forma di¤erenziale ! è 
 = R2 che è un
insieme stellato rispetto ad ogni suo punto. Calcoliamo

@a1
@y

=
@

@y

 
2xy

(1 + x2)
2

!
=

2x

(1 + x2)
2

@a2
@x

=
@

@x

�
� 1

1 + x2

�
=

2x

(1 + x2)
2 .

Poichè @a1
@y = @a2

@x si ha che ! è chiusa, quindi è esatta. Calcolo una
sua primitiva. Considero il punto P0 (0; 0) 2 
 e un punto P (x; y) e un
cammino 
 che li congiunge tale che 
 = 
1 [ 
2 con 
1 : [0; x] ! R e

2 : [0; y]! R così de�nite:


1 :

�
x = t
y = 0

con 0 � t � x


2 :

�
x = x
y = t

con 0 � t � y

Quindi Z



! =

Z

1

! +

Z

2

! =

Z x

0

0dt�
Z y

0

1

1 + x2
dt = � y

1 + x2
.

Pertanto una primitiva di ! è la funzione f : R2 ! R tale che

8 (x; y) 2 R2 : f (x; y) = � y

1 + x2
.
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5. E� un�equazione di¤erenziale lineare del II ordine a coe¢ cienti costanti
non omogenea. Considero l�omogenea associata

y00 + 2y0 � 3y = 0

e il polinomio caratteristico ad essa associato

P (�) = �2 + 2�� 3.

Cerco le radici del polinomio caratteristico, quindi

P (�) = 0, �2 + 2�� 3 = 0, (�� 1) (�+ 3) = 0

da cui ottengo 2 radici: �1 = 1 con molteplicità m1 = 1 e �2 = �3 con
molteplicità m2 = 1. Quindi

y = c1e
x + c2e

�3x, c1; c2 2 R

è un integrale generale dell�omogenea associata. Poichè 1 è radice del
polinomio caratteristico, allora un integrale particolare della completa sarà

y = kxex con k 2 R.

Ora calcolo

y0 = kex + kxex

y00 = 2kex + kxex

e impongo che y sia soluzione della completa, ovvero che

2kex + kxex + 2kex + 2kxex � 3kxex = 2ex

da cui si ottiene
k =

1

2
.

Pertanto
y =

1

2
xex

è un integrale particolare della completa e

y = c1e
x + c2e

�3x +
1

2
xex, c1; c2 2 R

è un integrale generale della completa.

6. L�insieme D non è un dominio normale rispetto all�asse x, ma si può
scrivere come unione di due domini D1 e D2 normali rispetto all�asse x
ove

D1 =

�
(x; y) 2 R2 j 1

2
� x � 1, 1

x
� y � 2

�
D2 =

n
(x; y) 2 R2 j 1 � x �

p
2, x2 � y � 2

o
come in �gura
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PertantoZ Z
D

x

1 + y
dxdy =

Z Z
D1

x

1 + y
dxdy +

Z Z
D2

x

1 + y
dxdy =

=

Z 1

1
2

 Z 2

1
x

x

1 + y
dy

!
dx+

Z p
2

1

�Z 2

x2

x

1 + y
dy

�
dx =

=

Z 1

1
2

[x log j1 + yj]21
x
dx+

Z p
2

1

[x log j1 + yj]2x2 dx =

=

Z 1

1
2

x log 3dx�
Z 1

1
2

x log

�
1 +

1

x

�
dx+

Z p
2

1

x log 3dx�
Z p

2

1

x log
�
1 + x2

�
dx =

=

�
x2

2
log 3

�p2
1
2

�
�
x2

2
log

�
1 +

1

x

��p2
1
2

� 1
2

Z 1

1
2

x

1 + x
dx+

Z p
2

1

x3

1 + x
dx =

=
1

4
+
11

8
log 2� log 3.
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