Risoluzione II Esonero

1. Una successione di funzioni (f,),cy con f, : X C R — R per ognin € N
¢ puntualmente convergente se esiste una funzione f : X C R — R tale
che

Ve e X : liyrbnfn (z) = f ()

ovvero tale che
Vee XVe>03INeNte VneN,n>N:|f,(z)— f(z)| <e.

Fissiamo z € R e calcoliamo

. P ,
h/rrbnfn(x):h"rbn e? +ﬁ:e”.

Quindi la funzione f : R — R definita ponendo f(z) = e” per ogni z € R &
il limite puntuale di (f,,),,»,. Vediamo ora se tale limite ¢ anche uniforme.

Fissiamo n > 1 e stimiamo per ogni x € R
‘ /e2w+ 1
|fn () = f(2)] = \/€2x+ \[€2 + — et | =
621 + e n

L_ T 1
n2 € n? 1

< =
/ 1 1 n
€2I+F+€w -

Pertanto sup |f, (z) — f (z)| = 1, da cui si ha che
z€R

1
limsup | f,, () — f (z)] = lim— =0
" zeR nn
e quindi che f & anche limite uniforme della successione (fy),,~-
2. Una funzione f : A — R, con A C R? aperto, si dice differenziabile se per
ogni zg € A esiste un’applicazione lineare L : R?>— R tale che

lim f(w) = f(z0) = L (2 — )

=y [l = o

=0.

Teorema (del differenziale totale) Siano A C R?, zy punto interno
ad Aed f: A > R SeféderivabileinAe%:AaRe
% : A — R sono continue in xg, allora f & differenziabile in z.

3. La funzione f & derivabile in T', inoltre per ogni (z,y) € T si ha

0

aff(m/) = 2myler TV
X

g(ﬂ%y) = 2ye” TVl 4 gyt YL
y



Cerchiamo i punti stazionari di f interni a T', ovvero risolviamo il seguente

sistema
% (z,y)=0
cioe
2$y26”2+y2_1 =0
2ye® TVl 4 gyBer’ tyi -1 —
da cui

22 =0
y(1+y*) =0
che equivale a risolvere 2 sistemi
z=0 x=nh
(S1) { y=0 e (S1) { y=0 con h # 0.
Quindi abbiamo il punto O(0,0) € Fr(T) e i punti Ay (h,0) ¢ T. Ora

studiamo massimi e minimi di f sulla frontiera di 7. Possiamo scrivere
Fr(T)=T1UT,UT; ove

T, = {(m,\/l—x2)6R2|O§t§\f}

T, = {(x,x)eRﬂogtg\f}

T3 = {0,y eR*|0<t<1}.

Consideriamo g : [0, g} — R, go: [0, g] — Regs:[0,1] — R tali che

g1 = fl1y, 92 = fl, € 93 = flr,. Allora

Vz € [Oa\f] :gl(I):f|T1($,y):f($, V17m2>:17m2

allora si ha

S

Va € lO, 2] g1 (z) = —2x.

V2

Quindi g; ¢ decrescente in [0, 7}, da cui si ha che x = 0 & punto di

:ﬁ\
2

massimo relativo per g; e g1 (0) = 1 & massimo relativo per g; e z é

punto di minimo relativo per g1 e ¢1 (%) = % ¢ un minimo relativo per

g1. Consideriamo

Vz € |fL ?] 192 (%) = flr, (x,y) = f(2,2) = I2621271



allora si ha

2
Vo e loa \2[1 195 (z) = 262" 1 (14 227).

Quindi g5 & crescente in [0, g} , da cui si ha che x = 0 & punto di minimo

relativo per g e g2 (0) = 0 & minimo relativo per g2 e x = V2 g punto

2
di massimo relativo per g e go (g) = % ¢ un massimo relativo per gs.

Consideriamo

Vo € 0,1 g5 (y) = fln, (2,y) = £ (0,y) = yPe

allora si ha
Vz € [0,1] : g4 (z) = 2yey271 (1 +y2) .

Quindi g3 ¢ crescente in [0, 1], da cui si ha che y = 0 & punto di minimo
relativo per gs e g3 (0) = 0 ¢ minimo relativo per g5 e y = 1 ¢ punto di
massimo relativo per g3 e g3 (1) = 1 & un massimo relativo per gs. Pertanto
P, (0,0) ¢ punto di minimo assoluto per f e f(P;) = 0 & il minimo assoluto
per f, P> (0,1) & punto di massimo assoluto per f e f (P;) = 1 ¢ il massimo
assoluto per f.

. L’insieme di definizione della forma differenziale w ¢ Q@ = R2 che & un
insieme stellato rispetto ad ogni suo punto. Calcoliamo

% B 2 2y B 2x
dy oy \ (1+22) (14 22)?
Gaz O (1 \__ 2
dr Oz \ 1+22) (14a2)%
Poiche %—‘21 = % si ha che w & chiusa, quindi & esatta. Calcolo una

sua primitiva. Considero il punto P (0,0) € Q e un punto P (Z,7) e un
cammino v che li congiunge tale che v = v; U~y con v, : [0,7] — R e
Yo 1 [0,7] — R cosi definite:

=t
Y o {x con0<t<7w

Yo o {x:f con0<t<y

Quindi

/wz/w—!—/w:/Odt—/ ——dt = ———.
2 M V2 0 o 1+7 1+7

Pertanto una primitiva di w ¢ la funzione f : R? — R tale che

Y
V(a:,y) 6R2:f(£7y):_1+x2'




5. E’ un’equazione differenziale lineare del II ordine a coefficienti costanti
non omogenea. Considero 'omogenea associata

y' +2y —3y=0
e il polinomio caratteristico ad essa associato
P(\) =X\ 42\ -3.
Cerco le radici del polinomio caratteristico, quindi
PA)=0MN+20-3=0AN-1)(A+3)=0

da cui ottengo 2 radici: A\; = 1 con molteplicita m; = 1 e Ay = —3 con
molteplicita mo = 1. Quindi

y=cre® +ce 3 ¢, €R

¢ un integrale generale dell’omogenea associata. Poiché 1 & radice del
polinomio caratteristico, allora un integrale particolare della completa sara

gy =kxe® conk€R.

Ora calcolo

!

T ke® + kxe”
¥ = 2ke” + kxe”

e impongo che 7 sia soluzione della completa, ovvero che
2ke® + kxe” + 2ke” + 2kxe® — 3kxe” = 2e”

da culi si ottiene
b 1
=5

Pertanto
_ 1
= —zxe
¥=3

& un integrale particolare della completa e
1
y=ce’ + 6267375 + ixew, c1,c0 €R

& un integrale generale della completa.

6. L’insieme D non ¢ un dominio normale rispetto all’asse x, ma si puo
scrivere come unione di due domini Dy e Dy normali rispetto all’asse x
ove

D,

1 1
{(‘Tay)ER2|2S$S1,Sy§2}
X
Dy = {(%y)GRZ\leS\fQ,ﬁgng}

come in figura
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Pertanto

/1,

dxdy dxdy =
Y

T
dud +//
//[)11+ymy D, 1+
1 2 V2 2 .
/2%(/1 71 dy)dw—i—/l (/mzlerdy)dx:

1 V2
/[zlog\1+y\] der/ [x10g|1+y|ﬁzdx:
1
3

1
/ xlog3dw— 0g< )dx—i— xlog?)d:c—/ :clog 1+x )dgc:
1

[2@%—[b%HDL—;/ wr [

1
1 + glogQ—logS.
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