Equazioni differenziali

1. Risolvere la sequente equazione

y' = 2z cos? y.

Risoluzione E’ un’equazione differenziale a variabili separabili. Sono integrali

singolari y = 5 + km con k € Z. Separiamo le variabili

/

¥y
cos?y

d
/ Z :/Qxd:c
cos?y

tany=x2+c

=2z

e integriamo ottenendo

da cui si ha

e quindi
y:arctan(a:2+c), ceR

¢ integrale generale della nostra equazione differenziale.

2. Risolvere la seguente equazione

Risoluzione Pongo z = £. Si ha quindi che

x
Yy = zx

e che ' = 2z + x2’. Quindi ’equazione diventa

1
24axr == +z2
2

ovvero

1

Z=—
Tz

che & un’equazione differenziale del I ordine a variabili separabili
mo le variabili

/
zZz = —
x

/zdz:/ldx
T

e integriamo

(2)

. Separia-



ottenendo pertanto che
2

Z —log|z| +
5 = loglz|+c

z=+/2loglz|+ ¢

con ¢ € R, & integrale generale dell’equazione (2). Quindi, per la (1) si ha

che
y=uazy2log|z|+¢c, ceR

¢ integrale generale dell’equazione differenziale di partenza.

ovvero che

3. Risolvere la seguente equazione
y = (z+y—5)°.
Risoluzione Pongo z = x + y. Si ha quindi che
y=z-uw 3)
e che ¢y = 2’ — 1. Pertanto I'equazione diventa
2 =(z2-5)7+1

ovVVero
2 = 2% — 102+ 26 (4)
che ¢ un’equazione differenziale del I ordine a variabili separabili. Separia-

mo le variabili ,
z

. —
22 — 102 + 26

/ dz _/dm
22 —-102 +26

x4+ c

e integriamo ottenendo

ovvero

/ dz _
22—-1024+25+1

/L_HC
(z=5)°+1

arctan (z —5) =x + ¢

e quindi

da cui si ottiene

e quindi l'integrale generale di (4) ¢
z = tan (x + ¢) + 5.
Pertanto, per la (3) si ha che
y=tan(z+c)+5—z, c€eR

¢ integrale generale della nostra equazione di partenza.



4. Risolvere la sequente equazione

Y = (cosz)y + % log .

Risoluzione E’ un’equazione differenziale lineare del I ordine non omogenea.
Considero 'omogenea associata

y' = (cosz)y.

Calcolo
/cosx dr =sinz + c.

Quindi un integrale generale dell’omogenea associata sara
y=ce? ceR.

Ora calcolo

sin
esinx

sinxl
/ﬂdz:/logz dr =zlogx —z +c.

Quindi un integrale particolare della completa sara

7= (zlogr — ).

Pertanto . _
y=ce’T + e (xlogx — x).

5. Risolvere la sequente equazione

y = (—tanz)y + y*Vsin .

Risoluzione E’ un’equazione differenziale del I ordine di Bernoulli. Pongo

1
5 _y172 _t
Y
da cui
fl (5)
yiz'

Quindi ’equazione diventa
2 = (tanz) z — Vsinz (6)

che & un’equazione differenziale del I ordine lineare non omogenea. Con-
sidero I'omogenea associata

2/ = (tanz) 2.

w



Il suo integrale generale ¢ dato da

c
z= , ceR.
cos T
Ora calcolo
- 2 /3
—Vsinzcosx dx = ~3 sin® x + c.

Quindi un integrale particolare di (6) &

Vsin® z.

zZ=—
3cosx

Pertanto un integrale generale di (6) &

c 2
z= — Vsin®z, ceR.

cosr 3cosx

Allora, per la (5), si ha che

cos T
y=—, c€R

c— QVSinSx)

3

& un integrale generale dell’equazione di partenza.

6. Risolvere la seguente equazione
y" +9y =0.

Risoluzione E’un’equazione differenziale del IT ordine lineare omogenea. Con-
sidero il polinomio caratteristico ad essa associato

P(\) =)\ +09.
Risolvo ’equazione caratteristica
PN =0&X+9=0
e trovo due radici: Ay = —3i con molteplicita m; = 1 e Ay = 3¢ con
molteplicita ms = 1. Quindi ho 2 integrali indipendenti: cos (3z) e

sin (3z). Pertanto un integrale generale dell’equazione ¢ dato da

y =cycos(3x) + casin(3z), e¢1,c0 €R.

7. Risolvere la sequente equazione

y/// _ y// — 31:2 4.



Risoluzione E’ un’equazione differenziale del III ordine lineare non omogenea.
Considero 'omogenea associata

y" =y =0
Considero il polinomio caratteristico ad essa associato
P (X)) =)\ —)\2
Risolvo ’equazione caratteristica
PA=0XN¥-XN=0aXXA-1)=0

e trovo due radici: A; = 0 con molteplicitd m; = 2 e Ay = 1 con moltepli-
citd mg = 1. Quindi ho 3 integrali indipendenti: 1, z e e®. Pertanto un
integrale generale dell’equazione ¢ dato da

y=c +cox+c3e’, c1,c0,c3 €R.

Ora cerco un integrale particolare della completa. Poiché 0 & radice del
polinomio caratteristico, allora

7= 2R (z)

con R (z) polinomio di gr (R) < 2 sara un integrale particolare della com-
pleta. Il generico polinomio sara

R (z) = asz® + ayz + ag
con ay,as,az € R. Quindi un integrale particolare della completa sara
y= 2 (agxz +aix + ao)

e impongo che sia soluzione della completa. Calcolo

7 = 4dasx®+ 3a12? + 2a0x
7 = 12922 4 6a1x + 2ag
y" = 24asx + 6a;.

Affinche 7 sia soluzione della completa deve essere
24asx + 6a1 — 12a2:c2 — 6aix — 2a¢ = 322 +x

ovvero
—12a022 + (24as — 6a1) z + 6a; — 2a0 = 322 + x,

quindi, per il principio di identita dei polinomi, si ha

—120,2 =3
24(12 — 6(11 =1
60,1 - 2&0 =0



da cui

ag = —%
ayp = —§
ag = -2
Quindi
1
7= _sz; _ %x3 _ %xz

¢ un integrale particolare della completa. Pertanto un integrale generale
della completa sara

1 7 7
y=c1+ coxw + c3e” — Z.’LA — 6953 — 5902, c1,c9,c3 € R.

8. Risolvere la sequente equazione

y" — 4y = ** sin 2.

Risoluzione E’ un’equazione differenziale del II ordine lineare non omogenea.
Considero 'omogenea associata

y” —4y =0.
Considero il polinomio caratteristico ad essa associato
P\ =)\ —4.
Risolvo ’equazione caratteristica
PA)=0cX-4=05A1-2)(A+2)=0

e trovo due radici: A; = 2 con molteplicita m; = 1 e Ay = —2 con

molteplicita ms = 1. Quindi ho 2 integrali indipendenti: e~ 2% e €2*.

Pertanto un integrale generale dell’equazione & dato
. —2x 2x
Yy =cie + coe“®, c1,c0 € R.

Ora cerco un integrale particolare della completa. Poiché 2 4+ 2¢ non &
radice del polinomio caratteristico, allora

7 = €2 (ky sin 2z + ky cos 2z)
sara un integrale particolare della completa. Calcolo

Y 2k1e® sin 2z + 2k €%® cos 2z + 2kee%® cos 2z — 2koe” sin 2x

7 = 8ki1€%® cos2x — 8kye®” sin 2z



e impongo che ¥ sia soluzione della completa:

8k €% cos 2z — 8kqe? sin 2z — 4k1e%® sin 22 — 4koe?® cos 2z = €% sin 2z

OVVero
(8ky1 — 4ks) cos 2x + (—8kz — 4k1) sin 2z = sin 2x.
da cui
8ky —4ke =0
—8kgy — 4k =1
e quindi
b=
by = — 1
Allora un integrale particolare della completa sara
7= ——e?Tsin 2z — ieh cos 2z
20 10 ’

Pertanto un integrale generale della completa ¢ dato da

1 1
y=cre 2 + cpe® — %e% sin 2z — Ee

2% cos 2z, ¢1,c9 € R.

9. Risolvere la sequente equazione

x

y/// _ 3y// +3y/ —y = %

Risoluzione E’ un’equazione differenziale del II ordine lineare non omogenea.
Considero 'omogenea associata

y" =3y +3y —y=0.
Considero il polinomio caratteristico ad essa associato
PA) =X =3\ +3)\—1.
Risolvo ’equazione caratteristica
PA) =02 -3\ 431 -1=0=\1-1)°=0

e trovo una radice Ay = 1 con molteplicita mg = 3. Quindi ho 3 integrali
indipendenti: e, ze® e 22e®. Pertanto un integrale generale dell’equazione
¢ dato da

y = c1e” + cowe” + csx?e®, c1,c0,c3 € R.



Cerco un integrale particolare della completa. Considero il Wronskiano di
questi 3 integrali indipendenti:

xe® z2e”®

Wix)=|¢€" €%+ axe® 2ze® + x2e® = 2¢%,
€T 2e% 4 ze®  2¢* + dxe® + x2e”

x

Ora trovo le soluzioni del sistema

V1 (z) € + 75 (@) ze” + 795 (2) 2%e” = 0
71 (2) € + 5 (2) (€7 + we®) + 95 () (2ze” +2%€") =0
7y () €” + 74 () (2¢” + ze®) + 5 (z) (2€” + dwe” + z2e”) = &

con Cramer che sono date da

/ _z
Y1 (33) - 3
Yo (z) = 1

(@) = 5
73 - 2$

Quindi, integrando queste soluzioni, ottengo

2
T
7 (2) = 4
Yo(z) = =
1

() = logle

Pertanto un integrale particolare della completa sara

1
Y= %em +z?e” + 59026”” log |z|

e un integrale generale della completa sard dato da

2
T 1
y = c1e” + cowe® + cyxe” + Ze*’” + z2e® + 53:26”” log|z|, c¢1,c2,c3 €R.

10. Risolvere la seguente equazione
y' +2y — 3y =2¢"+x+3.

Risoluzione E’ un’equazione differenziale del II ordine lineare non omogenea.
Considero 'omogenea associata

y' 4+ 2y —3y=0.



Considero il polinomio caratteristico ad essa associato
P(\) =X\ 42\ -3.
Risolvo ’equazione caratteristica

PA)=0MN+20-3=0AN-1)(A+3)=0

e trovo due radici: A; = 1 con molteplicita m; = 1 e Ay = —3 con
molteplicita mg = 1. Quindi ho 2 integrali indipendenti: e® e e~3*. Per-

tanto un integrale generale dell’equazione & dato
y=cre® + e 3%, 1,00 €R.
Un integrale particolare della completa sara
Y=Yty
con Y, e Y, rispettivamente integrali particolari delle equazioni

y" 4+ 2y — 3y = 2"

v’ +2y —3y=2x+3

(7)
(®)

Poiche 1 & radice del polinomio caratteristico, un integrale particolare della

(7) sara
Yy, = kize®, ki €R.
Calcolo
¥, = kie® + kyze”
¥l = 2ki1e” + kixe®

e impongo che 7, sia soluzione della (7), cioé che

2k1e” + krxe® + 2k1€” + 2kixe” — 3kixe” = 2e”

ovVero
4k =2
da cui 1
kl - 5
Quindi un integrale particolare della (7) sara
_ 1,
= —ze”.
Y1 D)

Ora cerco un integrale particolare della (8). Poiché 0 non ¢ radice del

polinomio caratteristico, si ha che

Yo =a1x +ag ai,ap €R



¢ un integrale particolare della (8). Calcolo

Uy = m
75 = 0
e impongo che 7, sia soluzione della (8) ottenendo

201 —3a1x —3ap=x+ 3

OVVero
—3ai1x+2a1 —3ag =+ 3
da cui
—3(11 =1
2a1 — 3a0 =3
e quindi

=

—
P

ay = —
ag = —

Allora un integrale particolare della (8) sara dato da

ol

g, = Ly, U
Ya = 3 6’

Pertanto un integrale particolare dell’equazione di partenza sara

1,111
= _ze¥ ——x — —
L) 3" 6
e quindi
1 1 11
yzclez+626_3z§xex—§x—€, 1,0 €R

sard un integrale generale dell’equazione di partenza.

11. Risolvere la seguente equazione

Y =\1- ()"

Risoluzione E’ un’equazione differenziale del II ordine non lineare. Pongo

y =z (9)

L’equazione diventa
2 =1-22 (10)

che & un’equazione differenziale del 1 ordine a variabili separabili. Gli
integrali singolari della (10) sono dati da z = —1 e z = 1, da cui, per la

(9)

y=z+c, y=—-x+c¢, ceR

10



sono integrali singolari dell’equazione di partenza. Ora separiamo le vari-
abili

ZI

Vi—2

J ==/

arcsinz = + ¢

1

e integriamo

da cul si ottiene

e quindi
z=sin(x+c), c1€R

¢ un integrale generale della (10). Ma, per la (9), si ha allora che
y =sin(z+cp)
da cui, integrando, si ottiene
y=cos(z+cy)+ce, c1,c0€R

che & un integrale generale dell’equazione di partenza.

12. Risolvere la seguente equazione

1
y// _ 7y/ +z.
xT

Risoluzione E’ un’equazione differenziale del IT ordine lineare non omogenea
a coeflicienti non costanti. Pongo
y = z. (11)

L’equazione diventa

1
Z==z+zx (12)
T

che & un’equazione differenziale del I ordine lineare non omogenea. Con-
sidero 'omogenea associata

1
2 ==z (13)

Calcolo )
/—dmzlog|x|+c, ceR.
T

Quindi un integrale generale dell’omogenea (13) sara
z=cx, ceR.

Ora calcolo
/de:a:—i—c', d eR.
T

11



Pertanto un integrale particolare della completa (12) sara

z =22

e un integrale generale della (12) sara dato da
z=cx+z%, ceR

ovvero, per la (11), si ha
y' = cx + x?

da cui integrando si ottiene

1 3
y:iczZJr%Jrc', e, €R

che & un integrale generale dell’equazione di partenza.
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