Esercizi su massimi e minimi

1. Studiare massimi e minimi relativi della funzione f : R?> — R definita
ponendo
V(z,y) €R?: f(x,y) = 2>+ +xy + .

Risoluzione La funzione f ¢ derivabile in tutto R? e per ogni (z,y) € R? si ha

af B
af B
a*y(%l/) = 2y+u.

Cerco i punti stazionari di f

ovvero risolvo il sistema

22 +y+1=0
2y +2=0

la cui unica soluzione ¢ data dalla coppia (Z,y) = (%, 7%)’ cioé dal punto
P (%, —%) Studiamo ora la natura di tale punto. Anzitutto la funzione f
¢ derivabile 2 volte in tutto R?. Calcoliamo per ogni (z,y) € R?
0% f 0% f 0% f o*f
=5 =2, —5 =2, —— =1, — =1.
a2 (z,y) =2, 052 (z,y) =2, 20y (z,y) =1, g0 (z,9)

Quindi la matrice Hessiana della f nel punto P & data da

me=(7 ).

Pertanto, essendo det Hy (P) > 0 ¢ g%{ (P) = giy); (P) > 0, si ha che P ¢

un punto di minimo relativo per f.

2. Studiare massimi e minimi relativi della funzione f : R® — R definita
ponendo
V(z,y,2) €R®: f (z,y,2) = 2°2 +yz + zy.



Risoluzione La funzione f ¢ derivabile in tutto R? e per ogni (x,y,2) € R? si

ha
of
g(az,y,z) = 2xz+y
of
Fy(x,y,z) = z+4+=x
of 2
U @y = a4y

Cerco i punti stazionari di f

% (z,y,2) =0
g—y (z,y,2)=0
8—£ (z,y,2) =0
ovvero risolvo il sistema
20z +y =0
z+x=0
22 4+y=0

la cui unica soluzione & data dalla terna (Z, 7, zZ) = (0,0, 0), cioé dal punto
P (0,0,0). Studiamo ora la natura di tale punto. Anzitutto la funzione f
¢ derivabile 2 volte in tutto R3. Calcoliamo per ogni (z,y,2) € R3

0*f 0% f 0% f
@ (33731’2’) = 2Z7 8y2 (xvyaz) = 07 @ (33731’2’) = 07
0% f 0% f
_— = = 1
0% f 0% f
axaz (x7yaz) - azax (m,y,z)-?az,
0% f 0% f
m(%y’z) = m(d?,y,?:) =L
Quindi la matrice Hessiana della f nel punto P & data da
01 0
Hy (P)=(1 0 1
01 0

Poiche det Hy(P) = 0, per studiare la natura del punto P devo procedere
per un’altra strada. In un intorno sferico di 0O(0,0,0), se per esempio
considero dei punti P(x,y,z) conz > 0,y > 0, z > 0, avro che f (z,y, z) >
0 = f(0,0,0), invece per punti P(z,y,z) con z < 0, y > 0, z < 0, avro
che f(z,y,2) <0= f(0,0,0). Pertanto O(0,0,0) ¢ un punto di sella.

3. Studiare massimi e minimi assoluti della funzione f(z,y) = (2 — y?) (z — 2)
nel triangolo A di vertici O(0,0), P(2,2) e Q (2,—-2).



Risoluzione La funzione f ¢ derivabile in tutto R? e per ogni (z,y) € R? si ha

of

ap @Y = 2z (z —2) + 2 — ¢
gg(%y) = “2(z-2).

Cerco i punti stazionari di f

ovvero risolvo il sistema

20 (z—2)+ 22 —y* =0
—2y(x—2)=0

che equivale a risolvere due sistemi:

—9 -0
(Sl){ x§:y2 € (52){ 3x2y_41.:0

11 sistema (S7) mi da soluzioni non interne ad A. Invece il sistema (S2) si
sdoppia in altri due sistemi:

sp{ ¥Zp en{ 1]

_ 4
T=3

11 sistema (S%5) mi da una soluzione non interna ad A. Invece il sistema

(53) mi da la soluzione P (%’ 0)' Calcolo f(Fy) = —%. Considero ora
FT(A):AlUAzUAg, ove

A = @y eR?|0<z<2 y=2z},

A = {@y) eR|0<a<2y =},

A5 = {(xay)ERQ\x:Z —2<y<2}.

Si vede che f|a, =0, fla, =0, fla, = 0. Quindi P, ¢ un punto di minimo
assoluto per f in A e f(Py) = —32 ¢ il minimo assoluto per f in A e tutti i
punti di Fr (A) sono punti di massimo assoluto per f in A e 0 ¢ il massimo
assoluto per f in A.

4. Studiare massimi e minimi relativi ed assoluti della funzione f(x,y) =

\/m+y2 — 1 nell’insieme A = {(,’L"y) c RQ |.’E2 +y2 S 9}

Risoluzione La funzione f & derivabile in tutto R?\ {(0,0)} e per ogni (z,y) €

R?\ {(0,0)} si ha

D) =
ox Y 2 m2-|—y2
of 2y

Ty) = —— +2y.
%(20 Nl



Cerco i punti stazionari di f
% (z,y) =0
ay (@) =0

ovvero risolvo il sistema

=0
Y —
N +2y=20

che non da soluzioni. Vediamo se f & derivabile in (0, 0). Calcoliamo

— —1+4+1
hmw _ Hmu — limﬂ
t—0 t t—0 t t—0 t

- VE2+t2—1+1
lim—f 0,6) ~ £(0,0 = lim—t +i Tl lim ('tl + t) .
t—0 t t—0 t t—0 \ t

Poiché non esiste }irr(l)%, allora f non & derivabile in (0,0). Ma f(0,0) =

—1. Ora vediamo cosa succede sulla frontiera di A, cioé su

T = 3cost
FT(A).{ J — 3sint t €10,2n].

Per ogni (z,y) € Fr(A)
flEray(@,y) = f(3cost,3sint) = F(¢),
cioé considero la funzione F : [0,27] — R cosi definita
Vt € [0,2n] : F(t) = f(3cost,3sint) = 2 + 9sin’ ¢.

Agli estremi: F'(0) = F'(2m) = 2. Ora cerchiamo i punti di massimo e di
minimo della funzione F. Per ogni ¢t € [0, 27] la funzione F & derivabile e
si ha

F'(t) = 18sint cost.

Quindi
/ m 3
F (t) =0&st=n oppure t= 5 oppure t = 57.(.

In tali punti: F (1) =2, F(3) = 11 e F(3x) = 11. Pertanto in cor-
rispondenza di questi punti ho Py (0,0) con f(Py) = —1, P1(3,0) con
F(P) =2, Py (~3,0) con f (P2) =2, Py (0,3) con f (Ps) = 11 e Py (0,—3)
con f(Py) = 11. Quindi P; e P4 sono punti di massimo assoluto per f,
mentre Py ¢ punto di minimo assoluto per f.

. Studiare massimi e minimi relativi ed assoluti della funzione f(x,y,z) =
22492422 —2x—1 nell’insieme A = {(a@y, 2) ER3 |22+ 4% +222—2< 0}.



Risoluzione La funzione f ¢ derivabile in tutto R? e per ogni (x,y,2) € R? si

ha
0
Pz (x,y,2) = 2x—2
0
8% (x,y,2) = 2y
0
a—f (x,y,2) = 2z
Cerco i punti stazionari di f
% (z,y,2) =0
27 (x7 Y, Z) =0
9L (,y,2) =0
ovvero risolvo il sistema
20 —2=0
2y=0
22=0

la cui unica soluzione & data dalla terna (Z, 7, zZ) = (1, 0,0), cioé dal punto
P (1,0,0) che & interno ad A poicheé le sue coordinate verificano 22 + 32 +
222 — 2 < 0. Studiamo ora la natura di tale punto. Anzitutto la funzione
f & derivabile 2 volte in tutto R3. Inoltre si ha

2w = 20— 0=,
88;(;; ®) = afgx (=0
TP = G-,
2 = 2=

Quindi la matrice Hessiana della f nel punto P & data da

2 00
Hy(P)=| 0 2 0
0 0 2
2 0
Pertanto, essendo det Hy(P) = 8 > 0, Hay ¢ (P) = 0 92| = 4>0e

9% f

952 (P) =2 >0, si ha che P & un punto di minimo relativo per f. Inoltre

f(P) = —2 & un minimo relativo per f. Ora studiamo i massimi e i minimi
sulla frontiera di A, cio¢ su

Fr(4) ={(z,y,2) eR® |2 +y* + 22> =2 =0} .



Cercare massimi e minimi su F'r (A) equivale a cercare massimi e minimi
vincolati della funzione f di vincolo g(z,y, z) = 2% +y?+22% —2. Pertanto
devo cercare i massimi e minimi relativi della funzione

F(z,y,2,A) =2” + 4> +2° = 20— 1+ A (2% +° +22° - 2).

I punti stazionari di F' si ottengono imponendo che

ovvero che
20— 2+2X =0
20 +2X\y =0
2z +4Xz =0
224+ +222-2=0

Tale sistema, equivale a 3 sistemi:

y=0 y=0 y=0

z=0 z=0 x=2

(S1) z =2 , (52) T =—2 e (S53) :_%
V2(14+2) =1 V214N =1 4+222-2=0

I primi 2 sistemi ci danno come soluzioni i punti Py (\/5, 0, O) e b (—\/i 0, 0),
mentre il terzo non ha soluzioni. Per tali punti f(P) = 1 — 22 e
f(P) =1+ 2y2. Quindi P ¢ punto di minimo assoluto per f, men-
tre P» ¢ punto di massimo assoluto per f.



