Esercizi sugli integrali doppi e tripli

1. Calcolare ffD cos (zy) dedy ove D é la parte di piano delimitata dalle
rette y =1 e y =2 e dalle iperboli xy =1 e xy = —1.

Risoluzione L’insieme D in figura
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¢ un dominio non normale rispetto all’asse x, ma normale rispetto all’asse
y. Infatti si puo scrivere

1 1
D:{(x,y)€R2|1<y<2, —<:r<}.
Y

Y

Pertanto

//Dcos (xy)dedy = /12 (/;1 cos(a:y)dx) dy = /12 {Sln(yxy)r dy =

2 . .

o 1 _1

= / (bln _ sin ( )>dy:2sin1[logy|ﬁ = 2sin 1log 2.
1 Yy Y

< =

2. Calcolare ffD |y — x2‘ dxdy ove D é la parte di piano delimitata dalle
rettey=xz,y=0ex=1.

Risoluzione Posso considerare D = Dy U Dy come in figura
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ove i segmenti in rosso racchiudono l'insieme D mentre la curva in blu &
una porzione della parabola y = 22 e gli insiemi

D; = {(x,y)€R2|0§x§1,x2§y§x}
Dy = {(x,y)€R2|0§x§1,0§y§m2}

sono domini normali rispetto all’asse x. Pertanto si ha

//D|Z/—332\dxdy //Dl(y—a:Q)da:dy+//D2(a:2—y)da;dy:
/01<Lj(y—m2)dy>dm+/ol(/Ozz(xQ—y)dy>dx:
= [[E-w] e [ - y;f 4
/O<m;—x3—f+x4>dx+/o <$4—§1>de

x4+m51+ e 1,113
8§ 10], [10], 8 10 10 40

. Calcolare ffD ﬁdwdy ove D ¢ la parte di piano delimitata dalla circon-
ferenza di centro O(0,0) e raggio r =2 e dalle rette y =0 e y = x.



Risoluzione Notiamo dalla figura
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che l'insieme D non ¢ normale rispetto all’asse x, ma lo ¢ rispetto all’asse

y in quanto

D:{(x7y)eR2\Oéyéx/iygxg\/zl—y?}.

V2 Via-yr o, V2 22 4—y?
/ / de | dy = / — dy =
0 y y+1 o [2(y+1)],

V242 V2 2 V2 o9 V22
/Agg;@_/ 4£4@:/ 4i@_/ V" gy =
o 2(y+1) o 2(y+1) o y+1 o y+l1

V2
yy+1)—y
2flogly + 17 - [ v+ -y, _

Pertanto

X
dxd
//Dy+1 Y

2

2log (\fu 1) - BL

210g(\/§+1)—1+[y

V2

V2
0

y+1

V2
+1-1
0

y+1
—llog (y+ 1))y* =log (V2+1) — 1+ V3.

4. Calcolare [ [ [ z\/1—y?dxdydz ove T ¢ il cilindro avente come base
la circonferenza unitaria nel piano xy e come altezza lintervallo [0,1]

sull’asse z.



Risoluzione Poiche il cilindro lo posso scrivere come
T={(z,9,2) eR*|0<2<1,0<2”+y* <1},

allora

///szdxdydz—/ol <//szd:cdy)dz—/olz<//cWdzdy)dz

ove C' & la corona circolare
C={(z,y) eR*|0<2”+y* <1}
che in coordinate polari possiamo scrivere
C'={(p,0) eERT x [0,27[ | 0< p<1,0< 6 < 2r}.

Quindi
2m
// V1 —y2dxdy / \/1— p?sin depde—/ (/ \/1— p?sin 9pdp>
C !

= / < / —2psin? 04/1 — p? sin 9dp> df =
0 2sin2 6

27 1
- _/ .2[ (1_p28in29)3] do =
o 3sin“f o
27 1 X o sy o
= _/ 3 (COSSG—l)dQZ_,/ COSQCOS. g sin 9d9:
0 3sin®0 3 Jo sin“ 6
27 0 (1 — si 20 o 26 o
B 71/ = ( b'mQ ) — da:*l/ (CjoszgcosHl) do =
3Jo sin“ 0 3 Jo S’ 0
1 1 o . 27 2
= -3 <[_sin9 . — [sind]g" — 277) =3

Pertanto

1
) 1
///zmdmdydz:/ —mzdz = {Ezz] :Z
T 0 3 3 0 3

5. Calcolare [ [, (z —2y)dxdy ove D = {(z,y) € Rt x Rt |22 + 3y > 1, 222 + 342 < 1}.

Risoluzione Si puo considerare l'insieme D = Dy U D5 come in figura
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Dy sono due domini normali rispetto all’asse x cosi definiti

2
{(x,y)€R2|0§x§1, \/17x2§y§g 151}

9 3 x?

ove Dy e

D, =

Dy, =

Pertanto si ha

1 3\ /1-=2 2
// (x —2y) dxdy:/ / (x —2y)dy dx—i—/
D 0 Vi—z? 1
3,/1-22 ; [ 3, /1-22
/ 2 dm / 2 dm—H— :zcyg d:c /
0

0

6. Calcolare [ [, ydady ove D ¢ lUinsieme in figura

3 z2
/z\/l—ﬂ

(r—2y)dy | dz =
E 1—z2 11
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Risoluzione L’insieme D ¢ un dominio normale rispetto all’asse x poiché

13 — 422
D:{(w,y)6R2|—1§x§1, x|§y§\/9x}.

Quindi

1 \/@ 1 y2 13794'1;2
// ydxdy / / ydy dx:/ [ ] dxr =
D =1\ /lzl 1 L2 ]

1 2 1,2 1 3

13 —4x T 13 2 T

= = " dr— Cdr = | S — g3 — =
/—1 18 v /—1 2 ! [18$ 273: }1 [6 -

2
7. Calcolare [ [}, %dzdy ove D ¢ la parte di piano racchiusa dalle
rette v +y=¢, c—y=¢, c+y=—%,r—y=—5g.

Risoluzione L’insieme D si pud scrivere cosi

D:{(m,y)eRﬂ—%Sx—yﬁ%, —I§x+y<ﬁ}.

6 ~ 6

e rappresentare come in figura
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Faccio un cambio di variabili ponendo

Uu=x—Yy
v=x+Y

in modo da ottenere la trasformazione g (u,v) = (“3%,%5%) con det J, =

%. Allora si puo scrivere
D = {(u,v) eR?| -

e si ha

t tan®v 1
/ / an” (z + y) —————dzdy = / / Y Gudv =
tan (z +y) + 1 p tanv+12

1 tan? v =
== = ﬂ'd
2/gtanv+l[]6 v
B W/g tan v
6 ,%tanv—i—l
Pongo ¢t = tanv, cosi v = arctant e dv = 1+t2dt Si ha
/g tan? v / 12 / 24+1-1
,%tanv—l-l Tft—l—ll—l—tQ %5 241
L
—d — ————dt.
sttt /f t2—|—1)

1

t+1

dt =




Poiche

1 A Bt+C (A+B)t*+(B+C)t+A+C
(t+1)(t2+1)_t+1+ 2+1 (t+1)(t2+1) ’
da cui
A+B=0 A=1
B+C=0 =« B=-1
A+C=1 C=3

Quindi si ha che

5 tan2o 1% 1 1% t+1
B F b+ dt =
/gtanv—i—lv 2/\/§t+1 +2/73ﬂ+1

= [log |t + 1|] s i [log (> + 1)}_3f - % [arctan (£* 4 1)] *

3

<1og (1 + ?) — log <1 — \/f)) )
Pertanto
tan? ) T \/§ \/§
st (o) o(-8)

N = N

8. Calcolare ffD zzyTyzdxdy ove D ¢é la parte di piano delimitata dalle rette

y=uz,y=2—x, dall’asse x e dall’arco di circonferenza unitaria di centro
lorigine.

Risoluzione L’insieme D é quello in figura

\/§

i
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ovvero
D={(z,y)eR?|2®+y*>1,0+y<2,y<z,2>0,y>0}.

In coordinate polari

D' = {(p,ﬂ) eR, x[0,27] | p>1, p(cosf +sinfh) <2, psinh < pcosh, 0 <6 < g},

b

L’insieme D & normale rispetto a 6, ma non rispetto a p, pertanto si ha

che
ki 1 . ™
Y 4 psinf 1 2
———dxdy = dp | do = sinf) (| ——— — 1) db.
[ e [ ([ 2an) o= [ (i)

cos @+sin 6

cioé
2

——— . 0<0<
cosf +sin@’  —

D' = {0y ery x 0,271 152 1,p <

N

Calcoliamo il primo integrale:

I sin 6 i sin 6 i tanf Loy 1
————df = ——————df = ———df = —————dt
,A cos 0 + sin 0 LA cosf (1 + £28) .A 1+ tan ,A 14+t1 42

ove ho posto tanf = ¢ per ottenere l'ultima uguaglianza. Poiché

t A +BH%L7M+BHLHB+Cﬂ+A+C
(t+1)(#2+1) t+1  24+1 (t+1)(2+1) ’




da cui

A+B=0 A:—%
B+C=1 = B:%
si ha che
1 1 1
t 1 1 1 1 t+1
———dt = —= —dt+ - dt =
/0 1+t1+¢2 2/0 t+1 +2/0 t2+1
1 B 11
= ——[log(t+1 - ——dt+ = dt =
5 log(t+ )]0+4/0 241 +2/0 241
1 1 1
= 7510g2+1[log(t2+1)]é+§[arctant](1):
1 1 1
= 7510g2+110g2+§arctan1
e quindi
T sin 0 1 1
—df = = tanl — = log?2 | .
/0 cosf +sinf 2<arc o 2 og)
Pertanto

Yy 1 \@
//Dmdxdy:arctanl— 510g2+7—1.
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