RISOLUZIONE TRACCIA B

1. Una funzione f : X — R con X C R si dice derivabile se per ogni zg € X
punto di accumulazione per X esiste ed € finito il seguente limite

o @) = £wo)
T—To T — X

La funzione f & sicuramente continua in R\ {1}. Essendo

lim f(z) = lm(ax2+bx) =a+b=f(1)

r—1— xT
i )= I+ 1) =4

imponendo che la funzione f sia continua in 1, cioé che lim f(z) =

r—1—
111{1+f(x) = f(1) € R, si ha che
a+b=4. (1)

La funzione f & sicuramente derivabile in R\ {1}. Essendo

lim f'(z) = liml(2ax +b)=2a+0b
xr—

r—1—

lim f'(z) =3

r—1t

imponendo che la funzione f sia derivabile in 1, cio¢ che lim f'(z) =
r—1—
lim+f’(:1c) € R, si ha che
z—1
2 +b = 3. (2)
Eguagliando (1) e (2) si ha che f & continua e derivabile in R per a = —1
eb=>5.

2. 11 limite presenta una forma indeterminata, infatti

1
lim (1427) 7% = 1%,
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Posto f(x) = log (1 +x2) e g(xz) = zsinz, si ha che tali funzioni sono
derivabili, entrambe tendono a zero per x — 0, g ¢ ¢’ non si annullano.
Inoltre si ha che

/ 2x
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1mf ( ) = lim — 1+127 = lim L . =1.
@=0g'(z) e—0sinz+wxcosz  2—0 \ 1422 p(H22L 4 cosx)

Pertanto, essendo verificate tutte le ipotesi del teorema di De L’Hopital,
si ha che

lim (1 + x2) i exp <limf($)) = exp (Hm r (x)) =el =e.

x—0 x—0 g(l’) x—0 gl(l')

. a) L’insieme di definizione della funzione f(x) = log, (;—j&) si ottiene
ponendo g—: > 0, ovvero & Xy =] —o00, —1[U]1, +-00[ che & un insieme
illimitato sia superiormente che inferiormente.

b) Essendo
lim f(z)=4occe lim f(z)=—00
r——1— rz—1t
si ha che x = —1 e x = 1 sono asintoti verticali per f. Essendo

lim f(z)= lim f(z)=0

Tr——00 Tr—+00

si ha che y = 0 ¢ asintoto orizzontale per f.

¢) Una funzione f: X — R & limitata se

Jk € R,k > 0 tale che Vo € X : |f(z)| < k.

La funzione f non puo essere limitata perché ha asintoti verticali sia
dall’alto che dal basso.

d) La funzione f non pud avere massimi e minimi assoluti perché non &
limitata.

e) Per definizione
F7H0,1]) = {z € X¢ | f(=) € [0,1]}.
Pertanto si deve risolvere il seguente sistema
z—1
lOgQ TF1 Z 0
log, (271) < 1

cio¢ il sistema



ottenendo che =1 ([0,1]) =] — oo, —3[.

4. L’insieme di definizione della funzione f si ottiene ponendo z —2 > 0, cioe
¢ Xy =12,400[. La funzione f & derivabile in tutto X e la sua derivata
prima é

1 22 —Tx+5

r—2 x—2

fl(z)=2z-3-

Ponendo f/(z) = 0 otteniamo i punti x = 1 ez = 2. Ma 1 ¢ X;.

2
Studiamo il segno della derivata prima:

flx) > O@xe]1,2[u};7+oo[

5
fl(x) > 0@906}2,2{
Ma ]1,2[ non & contenuto in Xy, pertanto f ¢ crescente in |3, +o0[ e

decrescente in ]2, g [ Inoltre x = % & punto di massimo relativo per f. La
funzione f ¢ derivabile 2 volte in tutto Xy e la sua derivata seconda &

» (M -T)(z—-2)—-22*+Tx -5 22 -8z +9
fa) = (z —2)2 T (x—2)2

Si vede che f” non si annulla mai, pertanto non ci sono flessi. Inoltre
f"(z) > 0 per ogni « € X, pertanto f & sempre convessa.

5. II teorema degli zeri afferma che:

Sia f : [a,b] — R una funzione continua tale che f(a)- f(b) < 0. Allora
esiste ¢ € Ja, b[ tale che f (c) = 0.

Consideriamo f : [0,1] — R tale che per ogni z € [0,1] : f(z) = 2 +23—1.
Essendo f continua e tale che f(0) = =1 < 0e f(1) =1 > 0, per il teorema
degli zeri si ha che esiste una soluzione dell’equazione z* 4+ 2> —1 = 0
nell'intervallo [0, 1]. Inoltre, essendo f/(z) = 423 + 322 = x(42? + 3z), si
vede facilmente che f/'(z) > 0 < x > 0, cioe che f ¢ strettamente crescente
in [0, 1]. Pertanto tale soluzione ¢ anche unica.

6. Il criterio di Leibniz afferma che:
oo
Sia E (—1)™a,, una serie a segno alterno. Se lima,, = 0 e la successione
n
n=0
(an),cy ¢ monotona decrescente, allora la serie converge.
. . 1 o . 1
Nel nostro caso si ha che hrrln log(=+1) = 0 ela successione (log( =+ 1))nGN
& monotona decrescente, in quanto si ha che
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Vn € Ni—<—-—=>VnneN:—+1<—-—+1=
n+1 n n+1 n
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= VneN:log(+1><log<+1).
n+1 n



Pertanto, per il criterio di Leibniz, si ha che la serie Z(—l)" log(L +1)
converge. =0

Studiamo ora ’assoluta convergenza, ovvero studiamo il carattere della

serie Z log(L +1). Poiche

n=0

_ log(L+1)
lmle

)
n
oo

per il criterio del rapporto asintotico si ha che la serie Zlog(% +1)

n=0
)

ha lo stesso carattere della serie E %, ovvero diverge. Pertanto la serie

n=0
oo

Z(—l)" log(L + 1) non converge assolutamente.

n=0
3
. Poniamo w = z + i ottenendo w? = (\/§ + z) .

Poiche v/3+i = 2 (cos & + isin ), si ha che (v/3 + i)3 =8 (cos % +isin%).
Quindi

wo

2\/5 (cos g + 7sin

5
wi = 22 <cos ZW + isin 47r> =—-2(1+1)

da cui si ha

21 414) —i=2+i
n o= —2(1+4i)—i=—-2-3i
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