Esercizi su successioni di funzioni e serie di funzioni

L. Data la successione di funzioni (fpn),cy tali che f, : R — R per ogni
n € N, definite ponendo

1 se x € [-n,n]

VwGlen(x):{o se x ¢ [—n,n|

stabilire se (fn),cn converge puntualmente ed uniformemente verso una
funzione f: R — R.

Risoluzione Fisso z € R. Poiche limf, (z) = 1, allora (fy),cy converge
n

puntualmente ad una funzione f : R — R tale che f(z) = 1 per ogni
xz € R. Fisso n € N. Poiche sup|f, () — f(z)] = 1, si ha che lim
z€R

n

sup |fn () — f ()] = 1 # 0. Pertanto la convergenza non ¢ uniforme.
rz€eR

2. Data la successione di funzioni (fy,) tali che fp : [—1,1] — R per ogni

n € N*, definite ponendo

Ve e [-1,1]: fn () = ma

stabilire se (fn),cn- converge puntualmente ed uniformemente verso una
funzione f:[-1,1] — R.

neN*

Risoluzione Fisso z € [~1,1]. Poiche limf, (z) = lim /22 + L = |z|, allora

(fn)pen~ converge puntualmente ad una funzione f : [-1,1] — R tale che
f(z) = |z| perogniz € [-1,1]. Fisson € N*ecalcolo sup |f, (z) — f (2)].
z€[—1,1]

Fisso z € [—1,1], si ha che

o |F | o+ & el =2+ 4+ el

|fn($)‘_
22+ 14 |m|’
z? + L 22 1 1
= <o

,/x2+;+|x| woovn

Allora sup |fn (z) — f(z)| = 5 epertanto lim  sup |fr () = f(2)| =
z€[—1,1] "oze[-1,1]
0, cioé la convergenza €& anche unlforme.
3. Studiare la convergenza della serie Z W’ x> 0.

n=1



Risoluzione Fisso z > 0. Per ogni n > 1 si ha che

nx? n 1
n3 + 13 = nd n2

Poiche la serie E —5 & convergente, per il criterio di Weierstrass si ha che
n=1

. 2 .
la serie E —22 converge uniformemente.
n2—+x

n=1

o0
4. Studiare la convergenza della serie Z \/ H"?f%, x> 0.

n=1

Risoluzione Fisso z > 0. Per ogni n > 1 si ha che

i <

Poiche la serie E 1/ n3 & convergente, per il criterio di Weierstrass si ha

o
che la serie E \/ Traa,; converge uniformemente.
+n*x
n=1

5. Studiare la convergenza della serie di potenze Z 2",
n=0

Risoluzione Posto a, = 2™ per ogni n € N, per il criterio di D’Alembert,

essendo "
. |Gn41 i
hm| nt1] = lim =2,
n [e2% n 2n
o0
si ha che R = %, quindi la serie E 2"g™ converge assolutamente (e quindi
n=0

puntualmente) in |—1, 1[ e totalmente (e quindi uniformemente) in ogni

intervallo del tipo [—k, k] C [~3,%]. Se x = —1 la serie diventa Z (—

n=0
00
che non converge. Se x = % la serie diventa Z 1 che non converge. Quindi
n=0
Dinsieme di convergenza ¢ A =]—1,1[.
)
6. Studiare la convergenza della serie di potenze Z e ™,
n=0



o0

= y e considero la serie di potenze Z y"e~ ™. Posto
n=0

a, = e~ per ogni n € N, per il criterio di Cauchy-Hadamard, essendo

n 1
lim {/|a,| = lim Ve ™ = —|
n n €

Risoluzione Pongo z?

oo

si ha che R = e, quindi la serie Z y™e~™ converge assolutamente (e quindi
n=0

puntualmente) in |—e, e[ e totalmente (e quindi uniformemente) in ogni

e 9]
intervallo del tipo [—k, k] C [—e,€]. Se y = —e la serie diventa Z(—l)”

n=0
oo
che non converge. Se y = e la serie diventa g 1 che non converge.
n=0
o0
Quindi 'insieme di convergenza della serie E y"e ™™ e |—e,e[. Quindi
n=0

(o]
la serie E x?"e" converge assolutamente (e quindi puntualmente) in
n=0

|—Ve, /€| e totalmente (e quindi uniformemente) in ogni intervallo del
tipo [—k, k] C [—+/e, /€] e il suo insieme di convergenza & |—+/e, v/€|.

oo
7. Studiare la convergenza della serie di potenze Z (”j;if)"

n=1
(o)
Risoluzione Pongo = + 3 = y e considero la serie di potenze g 45. Posto
n=1

an = % per ogni n > 1, per il criterio di D’Alembert, essendo

2 2
lim|an+1| = lim " 5 :11m< n ) =1,
nooap n (n+1) n\n+1

oo

si ha che R = 1, quindi la serie E 45 converge assolutamente (e quindi

n=1

puntualmente) in |—1, 1] e totalmente (e quindi uniformemente) in ogni in-
(o)

tervallo del tipo [k, k] C [-1,1]. Se y = —1 la serie diventa Z (-1)" 25

n=1

o0
che converge. Se y = 1 la serie diventa Z L che converge. Quindi

’I'L2
n=1
oo
n
I'insieme di convergenza della serie E 4y & [-1,1]. Pertanto l'insieme di
n=1

convergenza della serie Z “;;” " 8 [—4,-2].
n=1



