Esercizi sugli insiemi e sulle funzioni

1. Stabilire se il sequente sottoinsieme di R é limitato superiormente e infe-
riormente

1
A:{x€R|x:n0ppurem:Q,nEN*}.
n

Risoluzione L’insieme A non é limitato superiormente, quindi sup A = 400 e
non ha massimo. Gli elementi di A sono tutti positivi, quindi A & limitato
inferiormente. Proviamo che inf A = 0. Se per assurdo non fosse vero,
avrei che se r > 0 fosse un minorante di A, si avrebbe che

1
VneN": = >,
n
cioé n? < % per ogni n € N*| ovvero otterrei che

1
YneN" :n< —.
NG
Ma questo ¢ assurdo perche l'insieme N non ¢ limitato superiormente,
quindi inf A = 0. Ma 0 ¢ A, quindi tale insieme non ha minimo.

2. Stabilire se il seqguente sottoinsieme di R ¢é limitato superiormente e infe-
riormente
E={zeR|z*<2}.

Risoluzione Poiché E C [—\/5, \/5], allora F é limitato. Inoltre sup F = V2
e inf E = —/2, ma tale insieme non ha né massimo né minimo poiché

—V2¢EeV2¢E.
3. Determinare l'immagine delle sequenti funzioni e dire se sono limitate:

1
I2+1,9

fz) = () = Vz +2—1, hiz) = 3.

Risoluzione La funzione f & definita su tutto R. Poiché z2 4+ 1 > 1 per ogni
x € R, allora 0 < ﬁ < 1 per ogni z € R, cioé Im f =]0,1]. L’insieme
di definizione di g ¢ X, = [-2, +oo[. Poich¢ vx +2 > 0 per ogni = € X,
si ha che Img = [1,4+00[. La funzione h ¢ definita su tutto R e poiche
€573 > 0 per ogni # € R, allora Imh = |0, +o0[. Quindi la funzione f &
limitata e le funzioni g ed h sono limitate dal basso, ma non dall’alto.

4. Sia f : R — R tale che f(x) = —log(x —1). Determinare l’insieme di
definizione di f, f~1([0,4oc[) e f~1 (]—o0, —1]).



Risoluzione L’insieme di definizione di f & Xy = |1, +oo[. Inoltre

FH(0,400]) = {z€X;|f(x)€[0,4+o0[} =
{z €1, +oo[ | —log(z —1) >0} =]1,2],
(=00, —1)) = {xe Xy | f(x) €00, 1]} =

= {zell,4oo[| —log(z—1) < -1} =[e+1,+0o0[.

5. Siano f :R—R e g:]—1,400[ = R cosi definite:

Vr € R:f(x)=2>-3
Ve € ]-1,400[: g(x) =log(1l + z).

Determinare fog e go f e i loro insiemi di definizione.

Risoluzione Poiché

r € XgppeoreXre flx)e X,
x € XpogeweXyeg(r)e Xy

allora si ha che Xgop = }—oo,—\/?[ U ]ﬂ,+oo[ e Xfog = ]—1,400].
Inoltre, per ogni x € Xgoy

(90f) (@) =g(f (2)) = g (a* = 3) = log (2 - 2)
e per ogni x € Xyo4

(fog) (@)= f(g(z)) = f(log (x + 1)) = (log(w +1))* - 3.



