
Esercizi su sottospazi e vettori
Esercizio 1

Nello spazio vettoriale M2 (R) siano i dati i sottospazi:

W1 =

��
x y
z t

�
j x+ y + z + t = 0
x� y + z � t = 0

�
e W2 =

��
x y
z t

�
j x = y, z = �t

�
.

Determinare dimW1 e dimW2 e una base di uno di essi.

Risoluzione:

W1 e W2 sono sottospazi perchè sono gli insiemi delle soluzioni di due
sistemi lineari omogenei.
Consideriamo il sistema�

x+ y + z + t = 0
x� y + z � t = 0

che ha come matrice incompleta

A =

�
1 1 1 1
1 �1 1 �1

�
.

Si vede facilmente che rangA = 2 perchè il minore estratto del secondo
ordine

M =

���� 1 1
1 �1

���� = �2 6= 0.
Pertanto il sistema ammette 12 soluzioni e questo ci dice (per come è
de�nito W1) che dimW1 = 2.
Ora scriviamo W2 in un altro modo:

W2 =

��
x y
z t

�
j x = y, z = �t

�
=

��
x x
�t t

�
j x
t
2 R

�
=

=

��
x x
0 0

�
+

�
0 0
�t t

�
j x
t
2 R

�
=

=

�
x

�
1 1
0 0

�
+ t

�
0 0
�1 1

�
j x
t
2 R

�
,
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cioè W2 è l�insieme delle combinazioni lineari dei vettori
�
1 1
0 0

�
e�

0 0
�1 1

�
e quindi

W2 = L

��
1 1
0 0

�
;

�
0 0
�1 1

��
.

Pertanto
�
1 1
0 0

�
e
�
0 0
�1 1

�
costituiscono un sistema di generatori

di W2.
Inoltre

�

�
1 1
0 0

�
+�

�
0 0
�1 1

�
=

�
0 0
0 0

�
,
�
� �
�� �

�
=

�
0 0
0 0

�
, � = 0

� = 0
.

Cioè i vettori
�
1 1
0 0

�
e
�
0 0
�1 1

�
sono linearmente indipendenti e

pertanto costituiscono una base di W2. E ciò signi�ca che dimW2 = 2.

Esercizio 2

Dati i vettori v1 = 2e1 � 2e2, v2 = e2 � e3, v3 = e1 + 2e2 � e3
a) Stabilire se B0 = fv1; v2; v3g è una base di R3.
b) Scrivere l�equazione in forma matriciale del cambiamento di base da
quella canonica B = fe1; e2; e3g alla base B0.
c) Determinare le componenti di v = (�1; 2; 1) in B0.

Risoluzione:

a) Data la base canonica B, riscriviamo i vettori v1; v2; v3 come combi-
nazione lineare dei vettori e1; e2; e3

v1 = 2e1 � 2e2 + 0e3
v2 = 0e1 + e2 � e3
v3 = e1 + 2e2 � e3.

Quindi le componenti dei vettori v1; v2; v3 nella base B sono

v1 (2;�2; 0) , v2 (0; 1;�1) , v3 (1; 2;�1) .
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Per stabilire se B0 è una base basta stabilire se i vettori v1; v2; v3 sono
linearmente indipendenti perchè sono 3 vettori e la dimR3 = 3.
Consideriamo la matrice avente per colonne le componenti dei vettori
v1; v2; v3 nella base B

P =

0@ 2 0 1
�2 1 2
0 �1 �1

1A .
Calcoliamo

detP =

������
2 0 1
�2 1 2
0 �1 �1

������ = 4 6= 0.
Allora rangP = 3 e i vettori v1; v2; v3 sono linearmente indipendenti.
Pertanto B0 è una base di R3.
b) La matrice P , per de�nizione, è la matrice di passaggio dalla base B
alla base B0.
L�equazione in forma matriciale del cambiamento di base da quella cano-
nica B = fe1; e2; e3g alla base B0 è

X = PX 0,

ove X è la matrice colonna delle componenti di un vettore nella base B
e X 0 è la matrice colonna delle componenti di un vettore nella base B0.
c) Le componenti di v in B0 si calcolano

X 0 = P�1X,

ovvero

X 0 =

0@ 1
4

�1
4
�1
4

�1
2
�1
2
�3
2

1
2

1
2

1
2

1A0@ �1
2
1

1A =

0@ �1
�2
1

1A .
Esercizio 3

Se U = L (u1; u2), ove u1 = (�1; 0; 1) e u2 = (0; 1; 2), stabilire se
u = (1;�1; 2) appartiene a U?.
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Risoluzione:

Scriviamo

U = L (u1; u2) =

�
h1 (�1; 0; 1) + h2 (0; 1; 2) j

h1
h2

2 R
�
=

�
(�h1; h2; h1 + 2h2) j

h1
h2

2 R
�
.

Veri�chiamo che u1 e u2 sono linearmente indipendenti.
La matrice

A =

0@ �1 0
0 1
1 2

1A
delle componenti di u1 e u2 nella base canonica di R3 ha rango 2 perchè

da essa possiamo estrarre il minore M =

���� �1 0
0 1

���� 6= 0.
Pertanto u1 e u2 sono linearmente indipendenti e quindi costituiscono una
base di U .
Per stabilire se u appartiene a U? basta vedere se u è ortogonale ai vettori
di una qualsiasi base di U .
Cioè dobbiamo veri�care che

u ? u1 , u � u1 = 0
u ? u2 , u � u2 = 0.

Veri�chiamo:

u � u1 = (1;�1; 2) � (�1; 0; 1) = �1 + 2 = 1 6= 0
u � u2 = (1;�1; 2) � (0; 1; 2) = �1 + 4 = 3 6= 0.

Quindi u non appartiene a U?.
Ricordiamo che

U? =
�
w 2 R3 j 8 v 2 U : v � w = 0

	
= fw = (x; y; z) j w � u1 = 0, w � u2 = 0g .
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Quindi

w 2 U? , (x; y; z) � (�1; 0; 1) = 0
(x; y; z) � (0; 1; 2) = 0 , �x+ z = 0

y + 2z = 0
.

Pertanto, risolvendo il sistema ottenuto, si ha che dimU? = 1 e

U? = f(z;�2z; z) j z 2 Rg = L ((1;�2; 1)) .

Esercizio 4

Discutere e risolvere al variare di h 2 R il seguente sistema lineare:8<:
x+ 2hy � z = 0
x� y � z = h
y + hz = 0

.

Risoluzione:

Consideriamo la matrice incompleta

A =

0@ 1 2h �1
1 �1 �1
0 1 h

1A .
Scegliamo un minore del secondo ordine diverso da zero che non contenga
il parametro h:

M =

���� 1 �1
0 1

���� = 1 6= 0.
Quindi rangA � 2.
Orliamo:

detA =

������
1 2h �1
1 �1 �1
0 1 h

������ = �h (1 + 2h) .
Da cui

detA = 0, h = 0 _ h = �1
2
.
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Per h 6= 0 ^ h 6= �1
2
: rangA = 3.

Per h = 0 _ h = �1
2
: rangA = 2.

Consideriamo ora la matrice completa

B =

0@ 1 2h �1 0
1 �1 �1 h
0 1 h 0

1A .
Per h 6= 0 ^ h 6= �1

2
: rangA = rangB = 3.

Per h = 0 :

B =

0@ 1 0 �1 0
1 �1 �1 0
0 1 0 0

1A
e quindi rangB = 2.
Per h = �1

2
:

B =

0@ 1 �1 �1 0
1 �1 �1 �1

2

0 1 �1
2
0

1A
e quindi rangB = 3.
Pertanto:

per h 6= 0 ^ h 6= 1

2
il sistema ammette un�unica soluzione;

per h = 0 il sistema ammette 11 soluzioni;

per h = �1
2
il sistema è incompatibile.
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