Essercizi su sottospazi e vettori

Esercizio 1

Nello spazio vettoriale Ms (R) siano i dati i sottospazi:

B Ty r+y+z+t=0 B Ty B o
e {(2 ) e (1) )

Determinare dim Wy e dim Wy e una base di uno di essi.
Risoluzione:

W1 e Wy sono sottospazi perché sono gli insiemi delle soluzioni di due
sistemi lineari omogenei.
Consideriamo il sistema

r+y+z+t=0
r—y+z—1t=0

che ha come matrice incompleta
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Si vede facilmente che rangA = 2 perche il minore estratto del secondo
ordine
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Pertanto il sistema ammette 0o? soluzioni e questo ci dice (per come &
definito W) che dim W; = 2.
Ora scriviamo Wy in un altro modo:
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Pertanto ( ) e < 0 0 > costituiscono un sistema di generatori

0 0 -1 1
di Ws.
Inoltre

(

11 0 0Oy (00 o a (00 a=0
o0 ) (L 1) =(00) e (% 5)-(00)= 50

Cioe i vettori ( (1) é ) e < (11 (1) ) sono linearmente indipendenti e

pertanto costituiscono una base di Ws5. E cio significa che dim W, = 2.
Esercizio 2

Dati 1 vettori v1 = 2e1 — 2es, V9 = €9 — €3, U3 = €1 + 2e9 — €3

a) Stabilire se B’ = {vy, vy, v3} € una base di R3.

b) Scrivere 'equazione in forma matriciale del cambiamento di base da
quella canonica B = {e1, e, e3} alla base B’.

¢) Determinare le componenti di v = (—1,2,1) in B’.

Risoluzione:

a) Data la base canonica B, riscriviamo i vettori vy, v9, v3 come combi-
nazione lineare dei vettori eq, es, e3

v1 = 2e; — 2ey + Oes
Vy = 0€1+62—€3

v3 = e;+ 262 — €3.
Quindi le componenti dei vettori vy, va, v3 nella base B sono

v1(2,-2,0), v (0,1,—1), v3 (1,2, —1).



Per stabilire se 8’ ¢ una base basta stabilire se i vettori vy, vy, v3 sono
linearmente indipendenti perché sono 3 vettori e la dimR?® = 3.
Consideriamo la matrice avente per colonne le componenti dei vettori
vy, U9, v3 nella base B

2 0 1
P = -2 1 2
0 -1 -1
Calcoliamo
2 0 1
detP=| -2 1 2 =4#0.
0 -1 -1

Allora rangP = 3 e i vettori vy, v, v3 sono linearmente indipendenti.
Pertanto B’ & una base di R3.

b) La matrice P, per definizione, ¢ la matrice di passaggio dalla base 8
alla base B'.

L’equazione in forma matriciale del cambiamento di base da quella cano-
nica B = {ey, €2, €3} alla base B’ &

X = PX/,

ove X é la matrice colonna delle componenti di un vettore nella base B
e X' & la matrice colonna delle componenti di un vettore nella base B'.
c¢) Le componenti di v in B’ si calcolano

X' =plX,
OVVero

-1 -1

Esercizio 3

Se U = L (uy,usz), ove uy = (—1,0,1) e ug = (0, 1,2), stabilire se
u=(1,-1,2) appartiene a U~ .



Risoluzione:

Scriviamo

U=L(u,up) = {hl (—1,0,1) + hy (0,1,2) | 7% € R} - {(—hl,hg,hl Fom) | M oe R}.

ho

Verifichiamo che u; e uy sono linearmente indipendenti.
La matrice

-1 0
A=1 0 1
1 2
delle componenti di u; e uy nella base canonica di R? ha rango 2 perché

. oo —1
da essa possiamo estrarre il minore M = 0 (1] # 0.

Pertanto u; e us sono linearmente indipendenti e quindi costituiscono una
base di U.

Per stabilire se u appartiene a U+ basta vedere se u & ortogonale ai vettori
di una qualsiasi base di U.

Cioé dobbiamo verificare che

u L uyyesu-u =0

u L us <& u-ug=0.

Verifichiamo:

U - Uy

Quindi © non appartiene a U+.
Ricordiamo che

Ur={weR|VveU:v-w=0}={w=(z,y,2) |w-u =0, w-uy =0}.



Quindi

(—-1,0,1) =0 —x+2z2=0
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Pertanto, risolvendo il sistema ottenuto, si ha che dimU+ =1 e

Ut ={(z,-22,2) | ze R} = L((1,-2,1)).

Esercizio 4
Discutere e risolvere al variare di h € R il sequente sistema lineare:
x+2hy—2=0

r—y—z=~h
y+hz=0

Risoluzione:

Consideriamo la matrice incompleta

1 2 -1
A= 1 -1 -1
01 h

Scegliamo un minore del secondo ordine diverso da zero che non contenga
il parametro h:

1 -1
|} =0

Quindi rangA > 2.
Orliamo:

1 2h -1

detA=|1 —1 —1|=—-h(1+2h).

01 A

Da cui

detAzoﬁh:OVh:—%.



Perh;éO/\h%—%:rangA:?).
Perh:O\/h:—%:mngA:Z

Consideriamo ora la matrice completa

1 20 -1 0
B=|1 -1 -1 h
01 h 0
Perh#O/\h%—%:rcmgA:TcmgB:B.
Per h =0:
10 -10
B = 1 -1 -1 0
01 0 O
e quindi rangB = 2.
Per h = —% :
1 -1 -1 0
B=|1 -1 -1 -}
01 -1 0

e quindi rangB = 3.
Pertanto:

1
per h #0 A h # 2 il sistema ammette un’unica soluzione;

per h = 0 il sistema ammette oo’ soluzioni;

1
per h = —3 il sistema é incompatibile.



