1 Esercizi sulle matrici

1.1 Rango di matrici

Es.1. Stabilire il rango della matrice

2 -1 0 1
A=|143 -10
0 -1 0 1

Risoluzione:

La matrice A ¢ una matrice 3 x 4, quindi 1 < rang(A) < 3.
Inoltre il minore estratto del secondo ordine

2 -1
M_‘4 ] '_107&0
e quindi rang(A) > 2.
Orliamo:
2 -1 0
My=|43 -1 :‘i 21‘——27&0.
0 -1 0

Pertanto rang(A) = 3.

Es.2. Discutere il rango delle matrici al variare di h € R.

0 -1 h e X
a) A= gz_hg b A= ~1+h h |’
—2 —-3h+1 1
1 10 -1 %L g 8 1_1
¢c) A= 0 h —h O ,d) A=
Lo 9 0 1 0 -1 0
01 0 2h
Risoluzione:

a) A ¢ una matrice quadrata di ordine 3 e quindi 1 < rang(A) < 3.
Calcolo innanzitutto il determinante di A.



detA=|h 2 0 :—h‘

Pertanto
det A=0h=0Vh=1.

Per h = 0:
0 -1 0
A= 0 2 0 |,
00 O
quindi rang(A) = 1.
Per h = 1:
0 -1 1
A= 12 0],
-1 1
da cui, estraendo il minore
1 2
=]t 2 |

si ha che rang(A) = 2.

Ricapitolando:

Per h #0 e h # 1: rang(A) = 3.

Per h = 0: rang(A) = 1.

Per h = 1: rang(A) = 2.

b) La matrice A & una matrice 4 x 3 e quindi 1 < rang(A) < 3 per ogni
valore di h.

Considero un minore del secondo ordine che non contenga il parametro h

2 1
we|2 1|=2s0

Allora rang(A) > 2 per ogni h.
Orliamo:



1+h 2

1
1
Mi=|0 0 1 :(1+h)‘(11+h h‘:—(1+h)(—1+h),
0 —1+h h
1+h 2 1
o B 1+h 2 o2
My=|0 0 1 _—‘_2 _3h+1‘—3h +oh—5.

-2 —3h+1 1

Pertanto

M, = 0esh=1Vh=—1
M, = O@h:—g\/hzl.

Notiamo che i due minori M; e M, si annullano entrambi per h = 1.
Concludendo:

se h # 1: rang(A)
seh = 1: rang(A)

3
2.

c¢) La matrice A & una matrice 3 x 4 e quindi 1 < rang(A) < 3 per ogni
valore di h.
Considero un minore del secondo ordine che non contenga il parametro h

0 —1
T
Allora rang(A) > 2 per ogni h.
Orliamo:
10 -1 L
My=|h —h 0 |=-2 b0 = —2h
0 2 0



1
My=|0 —=h 0 :—h‘z (;1
h 2 0

-

I minori M; e M, si annullano entrambi per h = 0, pertanto

seh # 0: rang(A) =3
seh = 0: rang(A) =2

d) A & una matrice quadrata di ordine 4 e quindi 1 < rang(A) < 4.
Calcolo innanzitutto il determinante di A.

]1188 1_1 h 01 1 h 1

detA=|1 o 4 o |=|00 =1|=|h 0 -1 =2n"—h—1
010 92 1 0 2h 0 1 2h

Pertanto

det A=0& h=1,
cioé rang(A) = 4 per h # 1.

Per h = 1:
1 1 0 1
1 00 —1
A=110 210
010 2

Poiche si trova facilmente un minore estratto del terzo ordine

1 10
M=|100 :—H 21';&0,
1 0 -1
si conclude che rang(A) = 3 per h = 1.



1.2 Matrici ortogonali e matrici simmetriche

Es.1. Per quale t € R é triangolare

2 1 1—5¢2
A=\ -3+t 0 3
?—1 0 t

Risoluzione:

A & triangolare & —t* +t=0At? —1 =0t = +1.

Es.2. Per quale t € R é simmetrica

0 3t—2 —1
A= t* 3 24+ 4
—1 4t 1

Risoluzione:
Ricordo che

A & simmetrica < A = A’

Calcolo
0 12 —1
At=1 3t—2 3 At
-1 t?4+4 1
Allora
A simmetrica < t2 =3t —2 AP +4 =4t &t = 2.
Es.3. Date
5 0 3 0 -1 1
A= -1 -3 2 |,C=] 2 -1 -1 |,
9 7 4 -2 0 0



dire se
dBeM; YA-B=2C.

Risoluzione:
Anzitutto

dBeM; A -B=C < Acéinvertibilee B=A"1.C.

Quindi devo stabilire se A & invertibile.

Calcolo
5 0 3
detA=] -1 =3 2 :5‘7_3 i'+3'91 7—3‘:_707&0.
9 7 4
Es.4. Date
1 2 1
Vi3 5; ~1.0 1
_1 2 1 0 1 0
V2 3 3v2

a) stabilire se A ¢é ortogonale e determinare A™';
b) si determini X € Ms tale che A- X + 3B = Os.

Risoluzione:
a) Ricordo che

A & ortogonale < A-A'=1=A"- A

Calcolo
1 1
N
At = | 2 _1 2
SR PO
3vV2  3v2 32

Verifico che



oz 1 19 L
V2 3 33 NG NG
(N e A —
a2 Y I
V2 3 3v2 3vV2  3v2 32
cioé¢ A ¢ ortogonale.
Inoltre
A7t = At

b) Essendo A invertibile perche ortogonale,

A-X43B=03 A1 A X+341.B=A1. 0, X =-34"".B.

Calcolo

1 1
. RN
W2 33 32 0 1

Es.5. Siano A, B € M,, simmetriche.
a) A- B é simmetrica?

b) A+ B é simmetrica?

c) A — B ¢é simmetrica?
Risoluzione:

a) Per ipotesi

A ¢ simmetrica < A= Al
B ¢ simmetrica < B = B’

Devo provare che

O O =

o = O

_ o O

S g
S L5

e}

Sle

Sl



A-B=(A-B).

Calcolo

(A-B)!=B'-A'=B-A+A-B.

Quindi A - B non é simmetrica.

b) Devo provare che

A+B=(A+DB)".

Calcolo

(A+B) =A'"+ B"'= A+ B.

Quindi A + B é simmetrica.

c¢) Devo provare che

A—B=(A-B).

Calcolo

(A-B) =A'-B'= A— B.

Quindi A — B é simmetrica.

Es.6. Siano A, B € T;. Provare che

Risoluzione:



a) Per ipotesi, se A = (a;;) € B = (b;;),

Vi > j: Qjj = 0,
Allora, sommando membro a membro,

Vi>j:az~j+bz~j:0,
cioé¢ A+ B € Ty, essendo A + B = (a;; + b;j).
b) Per ipotesi, se A = (a;;) e B = (b;),

Vi > j: Qjj = 0,
Allora, sottraendo membro a membro,

Vi>j:aij—bij:(),
cioé¢ A — B € Ty, essendo A — B = (a;; — b;;).
c) Per ipotesi, se A = (a;;),

v2>ja”:()

Allora, moltiplicando per h ambo i membri,

Vi > j: hay =0,
cioé¢ hA € Ty, essendo hA = (ha;;).

Es.7. Provare che

a)VA € M,: A+ A" & simmetrica;
b)VA € M,:A— A'¢& emisimmetrica.

9



Risoluzione:

a) Sia A € M,,. Devo provare che

(A4 A = A4 A",

Calcolo

(A+A) =A 4 (A =A' + A=A+ A

Quindi A + A' & simmetrica.

b) Sia A € M,,. Devo provare che

(A— AN = —(A-AY).

Calcolo

(A-A)' =4 —(A) =A'—A=—(A-AY).

Quindi A — A & emisimmetrica.
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