Esercizi sulle funzioni reali di 2 variabili reali

1. Sia f:R? — R definita ponendo per ogni (x,y) € R?

A se (z,y) # (0,0)
f(x,y)—{ o+ se (z,y) =(0,0)

Stabilire se la funzione f ¢ continua in (0,0).

Risoluzione Calcolo i limiti iterati. Si ottiene
1 1 | 1 =
lim (ylg%f (x,y)> lim (ylir%)xQ = y2> 0,

. . . : a4 _
fm (i ) = i (1 7o) =0

Ma se calcolo il limite per (z,y) — (0,0) lungo la retta y = = e poi lungo
la curva y = 22 ottengo che

1 1
lmf(z,2) = 3 Imflyy =3
. 2 . z3

S (@) =l =

Pertanto non esiste il lim  f (x,y), cioé la funzione f non & continua

(@,y)—(0,0)
in (0,0).

2. Sia f:R*\{(0,0)} — R definita ponendo f(x,y) = 2 per ogni (z,y) €
R?\ {(0,0)}. Calcolare grad f(2,—1).

Risoluzione La funzione f & derivabile parzialmente rispetto ad x e rispetto
ad y in R?\ {(0,0)} e si ha

of

(2,y) = 2y af 2z
6(17 7y -

CETE e oy (z,y) = CEE per ogni (z,y) € R*\ {(0,0)} .

ox
(=2, —4).

Quindi 2L (2,-1) = —2 ¢ %5(2,—1) = —4. Pertanto grad f(2,—1) =

3. Sia f: R? — R definita ponendo f (x,y) = x?+y*+1 per ogni (x,y) € R2.
Calcolare la derivata di f in (1,1) lungo la direzione data dal vettore

V= (1, \/g)
Risoluzione Poiche ||v]| = 2, la direzione data da v ¢ il vettore w = <%, @)
Devo calcolare g—i(l,l). Sia z = (z,9) = (1,1). Allora z + tw =



(1 + %, 1+ @t) con t € R. Pertanto

ﬁ(1,1) S A G ) B GO Y =
ow t—0 t t—0 t
2+ (1 3)t
- }ir%Jr(:f) =1++3.

4. Sia f : R? — R definita ponendo f(z,y) = |wvy| per ogni (z,y) € RZ.
Stabilire se f ¢ differenziabile in (0,0).

Risoluzione Non posso applicare il teorema del differenziale totale perche % e

g—f non sono continue in (0, 0). Pertanto calcolo  lim f(x’y)_f(o’o)‘iigrﬁ({)(giﬂ)‘(w’y)_(o’o)) .
Y (,9)—(0,0) R

Essendo

3] t,0) — f(0,0

O 0y - BO=0.0)

Ox t—0 t

0 0,t) — f(0,0

Oy t—0 t
si ha che grad f(0,0) = (0,0). Allora

f(z,y) — f(0,0) — (grad f(0,0) | (z,y) — (0,0)) _ lim |zy|

(2.4)—(0,0) I, y) = (0,0)]] (@.9)=(0.0) /22 + 32

Calcolo il limite al secondo membro. Essendo
2yl l=lly]

Vai+y2 Tzl

= 0, per il teorema della convergenza obbligata si ha che

0< = |y| per ogni (z,y) € R?

I'JfH‘y\

e
T

lim
(z,y)—(0,0)

lim & =0
(2,9)—(0,0) /22 + 12

e quindi che f ¢ differenziabile in (0, 0).



